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Let (V,,. g) be a C ’ compact Kmmannian manifold. For a suitable function cp on 
I’,,. let us consrder the change of metric: g’ = g -+ Hess(o), and the findron, as a 
ratio of two determinants. M(u) = Ig’l Igi ‘. Using the method of continuity, we 
lirst solve in C” the problem: Log M(V) = ;.o tJ 1 > O./E c”. Then, under weak 
hypothesis on F, we solve the general equation: Log M(V) = F(P, cp), F in C”( Y, X 
]a, /3[ ), using a method of iteration. Our study gives rise to an interesting a priori 
estimate on TV!. which does not occur in the complex case. This estimate should 
enable us tu solve the equation above when i, < 0, providing we can overcome 
difficulties related to the inoerribiky of the linearised operator. This open question 
will be treated in our next article. 
Cette ltude est consacrke h rtsoudre l’tquation de Monge-Ampere sur les 
varietes Riemanniennes compactes. Toute la maniabilitk de la giomktrie 
rklle nous permet d’obtenir une estimation a priori sur le gradient, qui est 
essentielle i notre etude. 
La partie III est consacree C la resolution de l’tquation au second membre 
de la forme particuliere: ,I(p +J avecJE C”(Y,,), et k > 0, c’est-i-dire sans 
resonance possible. Bien qu’on puisse d’ores et deja traiter le cas k = 0 si la 
varikt0 est A courbure nulle, ainsi que nous I’avons fait dans 181, nous 
preferons inclure ce cas dans un prochain article consacre au cas ouvert 
glnkral ,I< 0 lorsque la courbure est quelconque. 
Dans la dernikre partie, on risoud l’kquation au second membre gi?nnCral 
F(P, cp), au moyen d’un pro&de d’itkration fondi sur les rCsultats prkkdents. 
F(P, 1) devant seulement verifier quelques hypotheses simples. 
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I-l. Notations et conventions 
(V,, g) dtsigne une variett Riemannienne compacte connexe C” de 
dimension n, de volume normi: 
Vol(V,,g)= (.dV= I. (l-1.1) 
Nous designons par D le diametre de (V,, g). Dans une carte locale nous 
notons des derivees covariantes multiples telles que: V,,VI.Vp o. simplement 
par: Vy,.p cp. Nous ecrivons localement le laplacien des fonctions: AV = 
-v::cp = -g”‘VU,.ql. 
La metrique g &ant Iixee une fois pour toutes, nous disons qu’une carte de 
V, est adaptke a une fonction rp en un point P. pour une metrique h 
suffisamment rtguliere, si son rep&e nature1 en P est normal pour h,‘ et tel 
que la matrice symetrique Hess(p) = (V,,,.(p(P)), des derivees covariantes 
secondes de (D en P duns la mktrique g, soit diagonale. Lorsque h = g, nous 
disons simplement “carte adaptee a rp en P.” 
Une fonction cp de classe C2 sur V, est dite admissible pour une metrique h 
(ou simplement “admissible,” si h = g), si le champ de tenseurs deux fois 
covariant symetrique (h + Hess@)) est dkfini positif en tout point de I’,,. 
Nous verrons que I’ensemble des fonctions admissibles pour une metrique h, 
est un ouvert de C* d’equation: det(h + Hess(q)) > 0. Pour cp dans cet ouvert, 
nous notons h, la mPtrique (h + Hess(q)), et si h = g, nous notons 0” 
I’opirateur lineaire elliptique du second ordre qui s’ecrit localement: 
-&Yp,. 7 (g”,“) designant la matrice inverse de: (g,,. + V,,,,cp) = ((g,),,.). 
Soulignons que Cl” n’est pas le laplacien des fonctions de la metrique g,; ce 
n’est pas un opirateur auto-adjoint dans cette metrique. 
M &ant une matrice carree, notons IMI son determinant. Soit y une 
fonction admissible pour une metrique h. Comme Ihl et Jh,l sont les 
composantes de n-formes et comme I’espace vectoriel des wformes est de 
dimension I, le rapport (I h, 1 . 1 h 1 ‘) est une Jonction sur I’,,, que nous 
notons M,,(I,u). Si h = g, pour cp admissible, nous notons la fonction 
precedente: M,(v); enfin si h =g, nous la notons simplement: M(y). Si cp et 
v/ sont admissibles, (w - cp) est admissible pour h = g,, car: h,B-O, = g,; et 
nous avons la relation: 
M,(v - v) = ~(~mf(cp)l- ‘. (I-1.2) 
I-2. introduction au problime de Monge-Amp&e Gel 
II est interessant i plusieurs titres d’aborder l’analogue reel du probleme 
de Monge-Amp&e qui est etudie sur les varietes Kahliriennes compactes [ 1. 
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4, 5, 131. On peut y voir d’une part un premier pas dans l’etude des 
operateurs differentiels fonction symhiques des d&i&es secondes de la 
fonction inconnue, comme me I’a fait remarquer Jerry Kazdan. Jusqu’ici seul 
I’opirateur Laplacien est bien connu. D’autre part, comme nous I’avons 
annonce, notre etude semble ouvrir la voie vers la resolution du cas ou 
I’equation de Monge-Ampere n’est pas localement inversible. 
Le probleme de Monge-Ampere reel peut etre formule de la maniere 
suivante: pour F(P, 1) dans C”(V,, x ]a,P[ ), trouver o solution C” de 
Log M(v) = F(P, 9). (I-2.1 ) 
On ttudie d’abord le cas particulier important: 
Log M(p) = JLCP +A i E f?, j-E C”( V,), (I-2.2) 
pour lequel on obtient le theoreme suivant. en appliquant la methode de con- 
tinuite. 
TH~ORI~ME . Si A > 0, il existe une unique solution C” admissible de 
P kqualion (l-2.2). 
On peut alors prouver, en utilisant une methode d’iteration, un theoreme 
concernant I’equation generale (I-2.1). Posons: S(f) = suppEc., F(P. t). et 
R(t) = infPE,,” F(P, I). 
TH~OR~ME 2. S’il exisle deux Gels a, </I, duns /a, p[ tels que: S(a,) = 
R(P,) = 0, PPquation (I-2.1) admet une solution C” admissible. Si de plus 
bF/at > 0, cetle solution est unique. 
Citons les principaux traits distinctifs de I’etude de I’equation de 
Monge-Ampere reelle vis-a-vis de son analogue complexe. 
S’agissant de I’equation (I-2.2) on ne peut eviter d’estimer le gradient 
avant d’estimer le laplacien. Mais en reels, nous prouvons que toute fonction 
admissible rp verifie: 
ou D designe le diamitre de (V,, g). Cette importante estimation, qui semble 
helas ne pas avoir lieu en complexes, permet d’obtenir I’estimte C” pour toute 
valeurjinie du parumPIre rPel 1, ouvrant ainsi la voie vers la resolution du 
cas ouvert A < 0. Nous traiterons ce cas dans un prochain article. 
L’estimee C’ s’obtient en s’inspirant d’une technique due a Calabi 17, p. 
107 1. II faut considerer: v = ( g~“g401-‘g~Vnll.cpV~“~~)“2, calculer I’expression 
locale de q ,(w2), puis manipuler cette expression d des Pquivalenrs prPs de 
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for&e de u/~, au lieu de v/’ comme le fait Yau [ 13, p. 3601 dam le cas 
Kahlerien. 
Enfin, comme nous I’avons deja souligne, I’operateur 0, = -g”,“V,,,. n’esf 
pas auto-adjoint duns la mtffrique g,, au contraire du cas ou (V,, g) est 
Klhlerienne. 
II. PR~LIMINAIRES 
A travers les preuves des premieres propositions, on realisera la 
commodite de la notion de carte adaptte a une fonction en un point pour une 
certaine mttrique. 
La metrique initiale g, de classe C”,. est fixee une fois pour toutes; h 
designe une metrique suffkamment r&there, c’est-a-dire de classe au moins 
c ‘*I. pour que I’on puisse dtfinir I’application exponentielle via le theorime 
d’existence de Cauchy pour les equations differentielles. 
Examinons d’abord la question de I’admissibilite. 
PKoPoslTloN 1. L’ensemble des fonctions admissibles u, pour une 
mirrique h, es! un ourer1 de C2. &e’quafion: ih + Hess(p)] > 0. 
Preure. Si cp est admissible pour h, l/z,, > 0 est bien sur veritie. 
Examinons la reciproque. Soit v, E C2 telle que ]h + Hess(v)] > 0. Si, en un 
point P de V,,. toutes les valeurs propres de la matrice (h t Hess(p)) sont 
strictement positives, elles devront le rester en tout point, par continuite. 
A cet egard le point P ou v atteint son minimum convient, car dans une 
carte adaptee a cp en P pour la metrique h, nous avons: (h + Hess(q)),,. = 
S,,.(l ti; ,,,, co(P)). avec kr= I ,..., n,% ,.,. (o(P)>O. 
Enfin. ]h t Hess(q)] > 0. represente bien I’equation d’un ouuert de Cl1 
image reciproque de I’ouvert 10. tool par I’application continue: cp-’ 
1 h t Hess(o)]. Q.E.D. 
COROI.I.AIRt: I. Si cp E C’ GrljTe (t-2.1). rp esr admissible. 
En effet d’apres (I-2.1 ): 1 g t Hess(o)] = I gl e” > 0, d’oti le resultat. 
L’ellipticiiP du probleme de Monge-Ampere est done assuree a priori, 
commc nous le verrons en (II-7), lors du calcul de la d@hentielle de I’ap- 
plication: q + Log M(q). 
Exposons maintenant le lemme qui constitue un outil essentiel de cet 
article, lemme preparatoire a I’estimation C’. 
hAME I. Soir cp E C2, et soil D le diamitre de (V,, g). II existe un Gel 
k > 0 Iel que (kg + Hess(p)) soit partout d&i positlx cp ve’riJie: 
y I Vv I < 2kD, ysc (D = s;“p v, - inf cp < 2kD2. (II-I) 
” “” 
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Preuve. Consid&ons la fonctionnelle: 
A = (Vrp;’ + 2kq. 
Au maximum de A en un point P, dans une carte locale: 
V,.A = 0 = 2gu0V,$“,(p + 2kV,.cp 
a g”Q n@,:orp = -kV,,cp. 
(11-2) 
Dans une carte adaptie i cp en P, ces n relations s’h-ivent: 
v v = l,..., n, ij,.cp 2,,cp = -k i;,,cp. 
Supposons IVpl (P) # 0: 3a E ( l,..., n 1, Z=cp(P) # 0, et pour cet 
a: a,,(p(P) = -k. Mais ceci est exclu par Phypothbe, qui s’bcrit: Va, 
(k + a,,rpW) > 0. 
Done au maximum de A en P, 1 Vq( (P) = 0; d’oti, partout sur V,: 
2ky, ,< A = IVq12 + 2kq <A(P) = Zkv(P). 
11 apparait ainsi d’une part que cp atteint son maximum en P, d’autre part 
que: 
‘sy I Va, I)’ < 2k 0;; rp. 
Mais d’aprh I’inbgalitb des accroissements finis: osc,” (p ,< D sup,, 1 VP I. Par 
consbquent: (sup”, I VP I)’ < 2kD(sup,” ( Vq I). Les deux inbgalith du lemme 
s’en dkduisent. Q.E.D. 
Enregistrons deux r&hats nkcessaires pour examiner I’unicitk de la 
solution et pour bltir des estimations a priori. Plus gtntralement que 
I’bquation (I-2.1 ), nous pourrons avoir i considher I’kquation: 
Log M,(P) = v9 9). (H-3) 
Si rp vhitie (H-3), cp est admisible pour h d’aprh la Proposition 1; en outre, 
PROPOSITION 2. Si cp vPriJie (H-3), alors au minimum (resp. maximum) 
de rp en P, F(P, v(P)) >, 0 (resp. F(P, p(P)) < 0). Done (H-3) n’admet pas de 
solution si F < 0, ou si F > 0. 
Preuve. En P, dans une carte adaptte i rp pour la mbtrique h, now 
avons: $‘p~cp’p” = M,(q)(P) = nc_, (1 + ~?~,cp(P)) > 1, s’il s’agit du 
minimum, ou exp F(P, v(P)) < I s’il s’agit du maximum, i cause du signe 
des a,.,. v(P). Q.E.D. 
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Notons Cl,, I’operateur qui s’ecrit localement: Cl,, = -h““VII1.. Bien 
entendu: Cl, = A. 
PnoPosrrtoN 3. Si (p vP$e (H-3), finPgalitP suivanfe a lieu: 
Preuce. En un point generique P de V,, , dans une carte adaptte a rp pour 
la mttrique h, M,(q) s’ecrit: 
M&P) = 1’1 (1 + v”“PP))* (11-5) 
v= I 
D’autre part: 
L’inegalite (114) s’ensuit, la moyenne arithmetique de n nombres positifs 
&ant au moins egale a leur moyenne gtometrique. Q.E.D. 
En vue d’appliquer la Methode de Continuite, passons a des resultats de 
regularite et d’inversibilite locale, concernant I’operateur G defmi par: 
G(cp) = A(D - Log W(o). (11-6) 
Soit a E IO, I[. D’aprts la Proposition 1 et l’inclusion continue CzSb c C2, 
l’ensemble des fonctions admissibles de classe C2*” constitue un ouuert de 
CZsn, que nous noterons A’*“. 
TH~OH~ME 3. G est un ophateur continliment d@krentiable de A’*” 
dans C”*“. Sa dl@krentielle a pour expression: 
dG((p) = 0, + A, (11-7) 
c’est une application linkaire continue de C2*” dans CQsa, inversible lorsque 
A>Oetfi7EC”. 
Preuce. La continuite de G sur I’ouvert A2,a rtsulte de la continuite 
evidente des applications qui le composent: 
(P -+ Hess@) -+ (I g + Hess( . I gl- ‘1 E R T 
-+ Lo4 g + Hess( . I gl - ‘1. 
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Fixons (D E A Z*a et calculons I’expression de la differentielle dG((p). Soit 
ly E P”; pour f assez proche de 0, (cp + TV) E A2*a, et nous pouvons 
considerer dans une carte locale: 
D’ou la relation (11-7). L’application lineaire dG((o) est i I’evidence continue 
de C’.” dans C”.O: dG(o) E Y(C*.‘*, C”.“). Lorsque ,4 > 0, dG(rp) est injectice 
en vertu du Principe du Maximum [ 1 1 1. Utilisant un aflas Jini de V,,. on 
s-assure aistment que dans chaque carte locale les applications (o + g”,” sont 
continues de A*.” dans Co*“; il en resulte que I’application cp -+ dG(rp) est 
continue de A**” dans Y(C’.O, Cu.“). 
II reste i examiner la surjecfiuife’ de dG(cp) lorsque i. > 0 et (D E C”, c’est- 
Q-dire pour v E C”*^ donnee, examiner I’exisfence de II/ E C’*” solution de l’e- 
quation: 
q “ly+;ly/=‘7. (11-8) 
Rapidement parlant. I’existence de II/ decoule, tout comme en algebre lineaire 
de dimension Iinie, de son unicite. Donnons cependant en detail la 
demonstration (quasi-classique) de cette existence. 
Dans une carte locale remarquons d’abord que: 
cl,ly = -g’“Tu,.iy = -g’““v;“w - g’““(r;. - I-E,.) ;:,lJJ 
= A’y - g’““(f;. - I-;,,) 2,, w. 
ou l’on a prime, par commodite d’ecriture, les quantites relatives i la 
metrique g, (les f designent bien stir les symboles de Christofell). Soulignons 
cette fois que A’ designe le laplacien des fonctions dans la mitrique g,; A’ 
est aufo-adjoinf dans cette metrique. En vue de resoudre (11-8) par un 
argument de point fixe, etudions prealablement l’equation: 
pour w E Co*= donnee. 
A’ty + /IIJJ = w. (11-9) 
Toujours en vertu du Principe du Maximum [ I I 1, I’operateur (A’ + i.) a 
un noyau ml. Si w existe, elle est done unique. En outre. v/ est estimee dans 
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‘@. En effet, au maximum de w en P, o(P) = (A’ + A) y(P) > Ly(P); de 
iime au minimum de w en Q: w(Q)> (1/1)w(Q); d’ou: IIwlj,-,< l/rE ~~o~~,,. 
Puis la theorie des estimees de Schauder appliquee aux varietes compactes 
I 12, p. 33 1 montre qu’il existe une constante C ne d&pendant que de (V,, g,) 
telle we: II ‘~11,~~ < C('l~~ll~.~ + I( ~11~). D’ou I’estimee annoncee: 
I vl12.n G c (II~llo., + + ll4”). (II-IO) 
Examinons maintenant fexistence de w, solution de (H-9) au sens des 
distributions dans I’espace de Hilbert reel L’(dV’). g, &ant une metrique 
Car, nous pouvons considerer la fonction de Green G’(P, Q) du Laplacien A’, 
normee de facon que: J G’(P, Q) dV’(Q) = 1 (Aubin 12, p. 3651). Nous 
supposons egalement 1 dV’ = 1. Multipliant les deux membres de (11-9) par 
G’(P, Q) et integrant dans la metrique g,, nous trouvons qu I// doit verifier 
rkquation inttfgrale: 
w(P) - j- w dv + 1 j G’U’, Q) w(Q) dv’(Q) 
= 
I 
G’(P, Q) o(Q) dV’(Q). (11-l 1) 
Mais: v/ + 0 = j G’(P, Q) v(Q) W(Q), est un operateur compact de L’(dV’). 
L’inegalite: IG’(P, Q)I < constante[d’(P, Q)]*-” (Aubin [2]), montre en effet 
que: II@,,; < constante !I ~ll,,~, et le theoreme de Kondrakov (Aubin 13, p. 
I64 1) permet de conclure. 
L’existence de w solution dans L’(U) de l’equation integrale (11-l 1) 
resulte alors de PAlternatice de Fredholm (Yosida 114, p. 284]), en remar- 
quant que I’equation est auro-adjoinze (car G’(P, Q) = G’(Q, P)) et que le 
noyau de I’iquation homogtne est nuf. En. effet, si w verilie l’equation 
homogene, ntcessairement: 1 G’(P. Q)(A’ + n) w(Q) dV’(Q) = 0, et pour 
tout <, en multipliant par n’t et en inttgrant, on trouve: 
,I’ (c - _)_ <dV’)(A’ + ;.) w dV’ = 0. D’ou (A’ + 1) w = une constante, mais 
comme j G’(P, Q) dV’(Q) = 1, cette constante doit etre nulle, done I,U = 0, 
d’apres (11-10) avec o = 0. En rep&ant ce raisonnement on montre que w 
solution de l’equation integrale (11-l 1) dans L’(dV’), est en fait la solution 
forte de I’equation (11-9) dans C’,^. 
Nous pouvons a present resoudre l’equation (11-8). Fixons q E C“*“, et 
considerons pour t E (0, 1 1 et pour c E C*, la famille d’optrateurs compacts: 
(1. <) -+ K(t, 0 = u/,. ou w, est la solution dans C* de l’tquation: 
A’v, + lw, = llrj + g”“‘(p;. - I-;,.)~Y,,rl. (11-12) 
Pour chaque I. la compacite resulte de I’estimee (II-IO). 
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Nous sommes darts les conditions d’application du Theoreme du Point 
Fixe (Berger (6, p. 270]), car K(0, l) = 0 d’apres I’injectivite de (d’ + A), et 
car tout point fixe est estime dans C2*0 independamment de r E 10. 1 ] en 
raisonnant comme pour etablir (II-IO). II existe done w E C’*^ point tixe de 
(11-12) pour I = 1: w est la solution de (11-8). Q.E.D. 
Rappelons enfin sans demonstration le thtoreme de rigularite de Giraud 
19, p. 221 et Hopf [lo], utilisi dans Aubin (5, p. 67 ]. 
THBORPME 4. Soit R un ensemble deJonctions admissibles, borne dans 
C ‘*“, a E IO, I I. Si G(R) est un borne’ de Ckq4, ,b E IO, 1 ], R est un borne de 
ck t 2.0 
COROLLAIRE 2. Soir (o solution de Pequation (I-2.2). Supposons 
rp E c2*=, a E IO, 1 ]. Alors, si fE Ck*4. p E IO, 1 1, cp E Ck+**‘; si f E C”. 
(4EP. 
111. PTUDE DE L'kQUATION (1-2.2) LOgb'f(rp)=&O +f 
III-l. Existence et unicite de la solution 
Assurons-nous d’abord de I’unicite de la solution, en prouvant, comme 
dans Aubin 15, p. 771, la 
PROPOSITION 4. Lorsque ,I > 0, la solution de (I-2.2). si elle exisre, est 
unique. 
Preuve. Si (D, et rp, sont deux solutions de (I-2.2), posons: rp = (p2 - v,. 
D’apres (I-1.2), cp verifie: Log M,,(p) = Jrp. D’apres la Proposition 2, avec 
h =g,,, a son minimum cp > 0 tandis qu’i son maximum cp < 0. Done cp = 0. 
Q.E.D. 
Prouvons maintenant I’existence de la solution en procedant par la 
Methode de Continuite. Pour t E 10, 1 ] considerons la famille d’equations: 
Soit a E 10, I] fixt; dbignons par K I’ensemble: 
R = (t E [0, 11, la solution rp, de (III-I.]) existe dans A’.” 1. 
(111-1.1) 
PROPOSITION 5. Si Pensemble { rp,, t E 5) est borne dans Cl*” indepen- 
dumment de I E (0, 11, et si 1 > 0, alors S = 10, 11. p, est la solution C” 
admissible annonche au Thhoreme 1. 
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Preuue. L’admissibilite, la regularite Ca et I’unicite des ‘pI pour t E F, 
proviennent respectivement des Corollaires I et 2, et de la Proposition 4 
precedente. Nous allons montrer que F = [ 0, I ] par raison de connexite’. 
Tout d’abord F est non tide; en effet 0 E B, car ‘p,, = 0 est la solution de 
(III-1.1) lorsque t = 0. 
F- est owert duns IO, 11. Soit en effet t E E. cp, &ant de classe C” et 
A > 0, le Theoreme 3 montre que nous sommes dans les hypotheses du 
Th&ort!me d’incersion locale pour I’operateur G en cp,. II existe done F: > 0 tel 
que: It - c, f t El,, 10, l] c 7. 
F- est fermi. Soit en effet (fi) une suite de %, de limite t E 10, 1 1. II faut 
prouver que t E g. Or par hypothese I’ensemble (cp,J est un borne de C**O, et 
G( (cp,,}) = (-f,f) est un borne de Co*’ pour p E ]a, 1 I. II en resulte, d’apres 
le Theoreme 4, que (cp,J est un borne de C**‘. Mais le thhorime cfAscofi 
montre que I’inclusion C**O c C**O est compacte (Berger 16, p. 321). On peut 
done extraire une sous-suite (cp,) qui converge vers (P, dans C**“. G etant 
continu, cp, verilie I’equation (IIf-1.1) pour la valeur I du parametre. cp, est 
ainsi admissible, et t E F. Q.E.D. 
111-2. Estimations a priori sur les solutions cp, 
de f&uation (111-1.1) 
Pour achever la preuve du Theorime 1, la Proposition 5 montre qu’il s&it 
d’estimer uniformtment or dans C**“. A cet effet, nous allons bhir une 
estimee C3 sur (p,, independante de t E 10, I 1. 
Soulignons que cette estimee sera en fait valable pour toufe wleurfinie du 
paramPtre 1: 
IAl <lo < co. (111-2.1) 
Nous pourrons ainsi utiliser les resultats de ce paragraphe dans notre 
prochain article. 
L’estimke C’ 
PROPOSITION 6. D dksignant ie diamPtre de (V,, g), (Do solution de 
(111-1.1) tiPriJie: 
osc ‘P, < 2D*. 
“II 
En outre, lorsque I. > 0: IIp,llo < (l/1) Ijfllo. Lorsque ,I= 0, nous pouuons 
choisir: j rp, dV = 0, car M(q) = M(rp t constante); sous cette condition 9, 
ot+rifie: I(‘p,(lo < 20’. Et@ Iorsque A < 0, v), ve’rifie: II(P,[(~ < (l/Ill) llfllo + 
2D*. Dans tous les cas de signe pour A, nous pouvons done Pcrire: 
Il4dlo < WoD’ + Ilfllo). (W-2.3) 
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Preuve. fitant solution de l’equation de continuite (III-l.l), (Do est a 
priori admissible d’apres le Corollaire 1. C’est ainsi qu’on peut lui appliquer 
le Lemme 1 avec k = 1, et obtenir immediatement les estimees (111-2.2). 
Lorsque: inf, v)~ < 0, et sup,” pt > 0, l’estimation sur oscyn (4, montre alors 
que: l/qrljo < 20’. C’est le cas lorsque A = 0, avec ( ‘pl dV = 0. La theorie se 
trouve singulierement simplifite par rapport au cas Kahlirien. 
Dans le cas A > 0, en appliquant la proposition 2 avec h = g, on voit qu’au 
maximum de opt en P (resp. minimum en Q), (Arp, + tf)(P) < 0 
@w.(h, + ti)(Q) > 0). Par conskent: Ilu)A, < (l/l> Ilfllo. 
Si I ( 0, il nous reste a envisager seulement deux cas: inf,” o, > 0, ou 
sup, opl < 0, hors desquels nous venons de voir que: ilo,l/,, < 20’. 
Si”par exemple: infVn rp, > 0, en appliquant la Proposition 2 nous voyons 
qu’au minimum de ot en Q: 0 < (D,(Q) < -(l/A) g(Q). Grace a I’estimee sur 
(osc,” 9,) nous obtenons alors: 
En raisonnant de mCme dans le cas sup,” q, < 0, on obtiendrait: 
I 
-2D* - & llfllo < -2D* -T tf(P) 
P designant le point ou (4, atteint son maximum. Q.E.D. 
L’estimke C2 
PROPOSITION 7. I1 existe des constantes k et c positives, ne d&pendant 
que de (V,, g), et une constante K don&e par: 
K = n*-“(n& + kn* + c + IlAfll,)“~’ 
xexp [2 (2-i) &~2+llfllo)]l 
telles que: 
n exp - f (&D’ + I/&)] < (n - Arp,) < Ke2kD2. (111-2.4) 
La preuve fait appel au lemme suivant, en notant: F, = (Arp, + tf). 
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LEMME 2. II existe des constantes positives a, b, c, ne d&pendant que de 
(V,, g), telles que qt &rriJie: 
Q&J, = -AF, + P’&;g~V,,,cp,V,v,~~ + Et, (III-24 
avec: 
IE, I ,< la(n - 4,) + bl gg,“g,” + c. (111-2.6) 
Preuve du lemme 2. Dans les calculs intermkdiaires nous omettons 
l’indice t, et nous notons g’ (resp. Cl’) au lieu de g, (resp. q e). 
Prenons le laplacien des deux membres de (111-1.1) dans une carte locale. 
Une premike dkrivation fournit: 
Puis: 
gtaBVuaBp = V”F. (111-2.7) 
AF = -V”V”F = -V”g’aBV”as’p - g’“4V”V”aop 
Mais: 
-v”gra5 = g’ ~~g'"~V"Vyp $!I. 
Et: 
(111-2.8) 
V lL”ds(P - -V aBeu~+ ta~uu 
=v a~ru~ + P,,Ri'vcz + V,R.i;,) V,,y, 
+ 4LzVa~~ + kL&,,rp 
+ R J",V n/P -+ umV",% (111-2.9) 
identitt que l’on obtient intrinlquement, en conjugant les trois lgalitks 
suivantes: 
V ,,va~v = V,P,,vv + R,‘J’,d 
V ru~v(i’ = Va~Bu~ + R dJ’;va) + RvY,,V,y~ 
V auBo(D=v,(vB,"~+R.",BV,,~). 
Par conskquent on trouve l’expression de AF don&e par la relation (111-2.5) 
avec: E = -g’(14gu”taD,,“. Pour prouver la seconde partie du lemme, il faut 
majorer 1 E 1. 
A cause de l’estimie (111-2.2) sur / Vy, 1, il existe une constante positive b, 
ne dtpendant que de (V,, g), telle que: 
1 g’“5g’“(VuR&a + V,R,‘:,) v,ql< b(g”“g,“). 
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Dans une carte adaptle A rp en un point P, la partie E’ de E qu’il reste i 
examiner, s’kcrit: E’ = -2 Ca,4g’an(Ra440 aooq + R,,,, a,,cp). Nous avons 
d’une part: Co RaflOo aoo(4 = CD (1 + 8oop) RaDfla + R,, . D’autre part, 
comme: g’*” = (gh,)-‘= (1 + a,,~))-‘, nous avons: 
\‘ g’*“R,,,, a,,y,=~gg’““R,,a,,(o=R-~gglaUR,,. 
a.4 a a 
Par constquent, en P: E’ = -2 Ca,o g’,,(l + aoo~) R,,,, - 2R. Mais: VP = 
1 ,a.., n (1 + aoo’p) > 0. Done, si a/2 est une constante qui majore la valeur 
absolue de la courbure sectionnelle de (V,, g) et si c/2 = SUP,~ 1 R 1, E’ est 
major6 en valeur absolue par: a(n - Ap)(C, g’,,) + c. Q.E.D. 
Preuve de la Proposition 7. Notons d’abord que l’estimke (111-2.3) 
fournit: 
ll~tllo < wcl~2 + IlfllcJ = co. (111-2.10) 
Appliquant la Proposition 3, avec h = g, nous trouvons alors: 
n-Ap,>nexp (111-2.11) 
Pour dkmontrer la seconde inkgalitt de (III-2.4), considirons comme dans 
[ 51, la fonctionnelle: 
B = Log(n - Arp) - krp, (111-2.12) 
k ltant une constante positive 1 prkciser ultkieurement. Plaqons-nous au 
maximum de B en P. 
Sans restreindre la gkrkraliti: nous pouvons supposer dq~(P) < 0, car dans 
le cas contraire nous aurions: B < B(P) < Log(n) - krp(P) =+- n - Arp < 
n exp(2kD2), i cause de l’estimke sur (osc,cp), et la proposition serait 
prouvte. 
On obtient dans une carte locale en P: 
q ‘B = -(n - Ap)-’ q ‘Arp - m’rp 
+ (n - A~I-~ g’““V, AqV”Aq > 0. 
Mais, d’une part: 
q ‘q = -g’““Vu,q = -g’““( g;, -g,“) 
(111-2.13) 
= g’““g,, - n. 
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D’autre part, en dheloppant le carrk: 
I (n - 4,) Y?,p f ‘!L&41 
x [(n - Arp) v,“prp + g:“vpAp] gapg’b”g’yp > 0, 
on trouve, compte-tenu que IVBl (P) = 0: 
g”L”g’4”g”“v,~;.(pvu,,pIp 
> (n -h&‘g”“V,d@J~ + 2kg’w”R,,V~@p~. (111-2.14) 
Si 6 dksigne une constante qui majore la valeur absolue des composantes du 
tenseur de Ricci, on montre aiskment que: 
2kg’U*R,,V,@P~ > -2knd 1 Vq,/’ (g’““g,,) 
> -8kD’nd( g’““g,,). 
Compte-tenu du Lemme 2, de (III-2.13), (111-2.14) et de l’inlgalitb 
pricidente, q l’B(P) 2 0 conduit A: 
(g”“g,,) (k-a- “:yinS) <s+nk. (111-2.15) 
Choisissons: k = a + 2. 
Si (1 - (b + 8kD%)/(n - drp)) < 0 en P, alors: n - Aq(P) < K’ = 
b + 8kD2n& et d’aprh 1’estimCe (111-2.2) sur oscyn (D cela sufflrait B 
conclure: n - Aq < K’ exp(2kD’). La proposition serait prouvte, car en 
prenant le majorant 1, de 111 assez grand, nous pouvons toujours faire en 
sorte que K’ <K. hartons dhormais cette &entualid; (111-2.15) donne 
alors en P: 
AF+c 
d”“g,, < g + nk. (111-2.16) 
Le membre de droite est major6 par une constante K,, car d’une part: 








si A > 0, 
puisque Arp(P) < 0, et: 
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comme il est aisk de s’en 
(111-2.11): 




Nous dkduisons done de (111-2.16) que: 
(g’““g,,)(P) < lo + nk + ’ + yf”’ exp (i Co) 
< t (do + n*k + c + II AflIo) exp (i Co) = K,. 
Dans une carte adapt&e h 9 en P, il s’ensuit que: V v = I,..., n, g’““ < K, 3 
vv= 1 ,..., n, (1 + a,,9) = M(9) n,,+” g”” < Klf p ‘ecO, en tenant compte de 
(111-2.10). Par sommation, now obtenons: 
n - A9(P) <K = nK;-‘e’O. 
Et done partout sur V,, compte-tenu de l’estimke (111-2.2) sur (OSC,~ 9): 
n - A9 < (n - A9(P)) ek(o(P)-m) < Ke2kD2. Q.E.D. 
COROLLAIRE 3. 9, est estimt!e dans C* indipendamment de t et toutes les 
mhiques g,, sont uniformiment iquivalentes d la mPtrique g. 
Preuve. Si 9( v&-ilie (III-l.l), d’aprks la Proposition 7, en un point 
gknlrique P E V,,, dans une carte adaptke g 9,, nous avons: 
0 < \’ (1 + a,,9) < k, = Kezku*. 
Par condquent: V v = l,..., n, 0 < (1 +a,,~> -c k,, =a V v = l,..., n, 
[C, (3,,9)‘] < n max[ 1, (k, - l)*], d’oti l’estimke C*: 
s;f IV*ql < fimax(l, k, - 1). (111-2.17) 
En outre, au point P: tip= l,..., n, n,,, (1 +3,,,9)-’ > ki-“, 
=a vp = l,..., n, (1 + a,,9) = M(9) n”,,, (1 + a,,9)-’ > k:-“M(9). Compte- 
tenu de (111-2.10) nous obtenons l’encadrement uniforme shant: 
Vp = l,..., n, g,, klenecco < g:, < g,, k,. (111-2.18) 
Q.E.D. 
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L’estiinke C3 
Suivons Calabi [7, p. 1071 et Aubin [l, p. 4101, en considkrant: 
Wt = (g~g~g~~Vabc9tVijk9t)“2. (III-Z 19) 
Du fait de l’kqquivalence uniforme des mktriques got avec la mCtrique g 
(Corollaire 3), il sufflt d’estimer v/~ pour connaitre une estimie C3. 
Pour biter de longs dkveloppements de termes, que nous fmirions de 
toutes man&es par majorer g&e aux estimations antkrieures, et qui 
risqueraient de dissimuler les seules expressions vkritablement i prendre en 
compte, travaillons comme le fait Yau [ 13, p. 3601 ci des kqquiualents pr& en 
faisant les conventions suivantes: les ci dksignant des constantes positives 
indkpendantes de t E [0, 1 ] et de A, pour 1 II < I, < co, nous notons A N B 
si: IA -Bl<c,y/+c,; AzB si lA-Bl<cc,y2+c4ty+c5; AzB si 
IA - B I < c6 ty3 + c, I$ + c8 y3 + cg (nous omettons l’indice t, comme 
pricCdemment). 
LEMME 3. 
x [+v”ijkq + (l -2” g”‘Gvuj,tpvtk,~ 
5 
- (1 + 6) g’ysv 
2 
“,,(pv,,cp gl”‘g’bjg’ckg’r” 1 
X 
( 
~V,ijka) + f g”‘Rjw,iVw~V,,ka, + ~g’~~Rk”, “‘0 9’ijy9 
+ ~g”bRjw-iVw9Rk”,~V~9 (111-2.20) 
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II existe. done des constantes positives c, , c2, c, , c4, telles que: 
q :WIZ~c,y:+c,y/:+C’Ij/t+C4. (111-2.2 1) 
Admettons provisoirement ce lemrye, qui permet de dbmontrer la 
PROPOSITION 8. Si ‘pl est solution de l’kquation (111-1.1) il existe une 





En consPquence p)I est estimke dans C’. 
Preuve de la Proposition 8. Un simple calcul fournit: 
(111-2.23) 
L’expression (111-2.5) de q l’dyl jointe i l’kquivalence uniforme des 
mbtriques g’ avec la mktrique g (Corollaire 3), montre qu’il existe des 
constantes d et e, positives indkpendantes de I et de L, telles que: 
Diveloppant l’identid: 
q ‘Ap > dyl’ - e. (111-2.24) 
Nous trouvons: 
Toujours i cause de l’bquivalence des mktriques g’, il existe une constante 
positive y, indbpendante de t et de 1, telle que: 
I V’4 I2 < w2. (111-2.25) 
Considirons la fonctionnelle: 
O= ty-qAp, (111-2.26) 
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q &ant une co&ante positive a preciser ulterieurement. Pla9orwnous au 
maximum de 0 en P: Cl’@(P) = 0’~ - qO’drp > 0. 
A cause de (111-2.25) nous avons: 
IV’v12 (P) = 4* IVWI’ < w’w’(P>. (111-2.27) 
Sans restreindre la genlralite nous pouvons supposer w(P) > 1. En effet, 
dans le cas contraire, nous aurions partout sur I’,: w  < 1 + q[Ap - dq(P)] < 
1 +qk,, compte-tenu de la double inegalite (III-2.4), en posant 
k, = K exp(2kD2). La Proposition 8 serait prouvle. 
Sous cette hypothise, appliquant (III-2.21), (III-2.23), (111-2.24) et 
(111-2.27) i l’inlgalite Cl’@(P) > 0, nous obtenons au point P: 
(4d - tc,) v/* - (w* + +) II/ - [se + $(c, + c,)] < 0. (111-2.28) 
Choisissons: q = (l/d)(l + dc,). 11 existe alors, d’apres (III-2.28), une 
constante k’ positive independante de t et de 1, telle que: y(P) < k’. En 
raisonnant comme prtctdemment, on en deduit qu’en tout point de V,: 
w < k’ + qk, = k,. Q.E.D. 
Preuue du Lemme 3. Calculons l’expression locale de (-0’~‘). 
Commencons par deriver deux fois v/* dans une carte locale, en tenant 
compte des symetries et en utilisant la relation (111-2.8): 
V” l/f* = 2gtaig~bjgfckVabc(pV”iik(P 
- VabcbOViikrpV”,I,go(g’a=g’i4g’bjg’Ck + 2g’“ig’b’g”“g’kfi), 
V,” w* = 2g’“ig’b’g’CkV,,b,~v.,k~ -I- 2g’oig’bjg’ckVabeqvu”ijkp 
- g’b’( g’aag’iDg’ck $ 2g’aig’C=gk~)(Vabc(Pvijk(PVr”a4ql 
+ 2Vabc(!Vvijk(PVrc&~ + 2vabc~v,ijk(!voa,~) ’ 
+ 2V~b~~Vijk~Vual)~V~y~V)(g’a”g’isg’oYg’big’Ck 
+ graagiDgtbigtcygtk8 + gravgri6gbjgcogtk4 
+ goigrbygi8gtcag/kl + 2g/aig/bjg’cOgksg’oy). 
Avant d’ecrire: -•’IJ/* = g’““V cuw2, arretons-nous h deux remarques. 
En utilisant (111-2.7) et (III-2.9), on obtient sans difficulti: 
g’““V,,,,rp = V,,F + g“‘Yg’“SV,,@‘DLUV) + g”‘“tpDeu. (111-2.29) 
376 PHILIPPE DELANOii 
Par ailleurs un calcul intrindque, comme pour (III-2.9), fournit I’identitk: 
‘p”ijkcP = ‘jkirr”V + Tv”ijk 
dont nous tirons, compte-tenue des relations (111-2.7) i (111-2.9): 
g”“V,,i~k(O = VjkiF- 2g’““g’“sg’4~jys~V~a~~Viu,~ 
+ g’LLag’“D(Vjkaq~Virruu, + ‘jifi”VIVknfi(D + vkipvvIvja4v)) 
+ g’wVT~vijk* (111-2.3 1) 
Ces deux remarques permettent d’krire: 
-n’y/* = {2g’aig’bjg’Ckg”‘“Vobcu,7’,“ijk + 2g~nigJbjgrckVabcyVjkiF 
- V,,,~V,,~g’bj(g’a”g’i5g’ck + 2g’“ig’C”g’k4)(V,,F + g’LL”fllBUL,)} 
+ 2g’“ig’bjg”kg”“Vwa,,cpV”ijkfp 
+ ~2g’“ig’bjg’ckg”“g’“4v~b~~(vi~~~vjk~~(D f 2vj,flpvki,,,p) 
- 4vobc(Dvpaq 
~v”ijkV)glbjg/uo(g/aag’i4g/ck + 2graigrcagrkD)] 
- {V~b~(OVijk~V~~~~~v~~u~~‘b~~fU~g’~’S 
x ( groagriOgrck + 2graig!cagrk4) 
+ 4g’“ig’bjg’~kg’““g’“sg’5~17~b,(Dvjys~Vka5~Vipu(D 
- 2v,,,rpv,,rpv,,,(0v”,rpg’““( g’aag,isg,4iglbjg’ck 
+ g!aigfbagrjL3grc;grk8 + 2glaag/i~gglbjglc;glks 
+ 2gl(liglbjg/cag/Byglks)J. 
Nous avons regroup& les termes de mi?me type entre accolades: le premier 
groupe est ZO; les groupes suivants sont successivement en (a”~)*, 
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(a3q)’ a4rp, et (a3q,j4. Observons quelques annulations, aux tquivalents prts. 
D’abord dans le groupe en (83q)2 a4rp: 
,oi rbj tck ,L~(I /v/3 
4g g g 8 g ‘abc@,ab@kirvv 
- 4g’bjg’““g’““g”5g’~kV,,,rpV,,,cpVui/kV, s 0. 
Puis, dans le groupe en (83y)4: 
11 reste done: 




X (3viky9vwj13~vv,,9 f 2Viay9Vujb(PVukav) 
que nous rklcrivons sous forme abrigle, en suivant l’ordre des termes: 
-O’IC/~~‘L+~X-~Y+~Z+~T. (111-2.32) 
Nous pouvons encore observer que: 
X z Y + g’4ig’bjg’Ckg’U”g’aDRbPcaVprpV,k,(pV,,j(p 
roi rbj Irk IUV ro4 
+g g g g g RB’k@Vt9vabc9Vviaj9 
+ g’aig’bjg’Ckg’llVg’U4Rbp~~Vp9R4rkpVr9Vuiaj9 
~Y+u,+u,+ w. 
Done (111-2.32) devient: 
-0’~’ S 2L + 2U, + 2U, + 2 W - 6Y + 32 + 2T. (111-2.33) 
5x0/40/3 8 
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II faut maintenant &ire le membre de droite de (111-2.33) sous forme d’une 
somme de car&. A cet effet, dkveloppons: 
r; = (AV uobc(P + &‘““v,,b,,4%,,V’ + Cf-,,co@,b$d 
X (AVt,ijkV + Bg”“V~~+,~V,k,V 




r: = W’,ant,(~ + ‘%‘CkR,*,,V,,V’V~kB(P + Fg’CkR&,V/PV,t,&’ 
+ GfkR bpcoVp(PR~Tk,ivz(D) 
X (DVoiajcP + EgdhRjWdtVw(DVvho(P 
-I- FgdhR nahrVo(PVljd~ 
+ GgfdhR jWdiVwfpRmUhv vov) gru~g~8jgUug~d3. 
Nous trouvons, aux lquivalents prts: 
0 < f; z D*L + ZDEU, + 2DFU, + ZDGW. 
Finalement au total: 
0 < I-; + I-; z L(A’ + D*) -I ZDEU, + 2DFU, 
+2DGW+2A(B+C)Y (M-2.34) 
+ (B2 + C*) Z + ZBCT. 
La comparaison de (111-2.34) avec (111-2.33) conduit 1 chercher des coef- 
ficients qui vtrifient le systkme: 
(a) A2+D2<Z1 
(J) B* + C* = 3. 
(y) A(B + C) = -3, 
(6) BC= 1, 
(E) DE=DF=DG= I. 
(y) 3 (B + C) = -3/A, et compte-tenu de (/3) et (6 : 9/A* = (B + C)’ = 
(B’+C2)+2BC=5*A2=9/5. 2 Done: A = 3/ 5, et D = E avec 
0 < j&j< l/L/j, conviennent pour que (a) soit satisfait. D’oti: E = F = 
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G = l/e. Enfin B et C verifient: B + C = -5, BC = 1; ce sont les racines de 
I’iquation: x*+x6+ I =O. Done: B=f(l -fi), C=-+(I +fi), 
conviennent. Q.E.D. 
IV. I~JDE DE LXQUATION O~NI~RALE (1-2.1) 
Lots M(v) = F(R 9). 
Rappelons les hypotheses du Theoreme 2: FE C”(V, x ]a, /?I) et I’on 
suppose I’existence de deux reels a, < /I, de I’intervalle ]a, /I[ tels que: 
oti I’on a pose: 
S(a,) = R@,) = 0, (IV-l) 
S(t) = psy F(P, f), R(t) = i$ F(P, t). (IV-2) 
n n 
L’unicite de la solution rp de (I-2.1) lorsque aF/l?t > 0, se demontre 
comme dans [ 13, p. 3771 en utilisant la Proposition 3, le thtortme des 
Accroissements finis et le Principe du Maximum [ 111. 
Nous allons prouver l’existence de rp, comme dans [4], au moyen d’un 
procede d’iteration. Posons: 




z (P, I) 1 . (IV-3) 
D’apres le Thtoreme 1, nous pouvons considirer la suite (p,), de fonctions 
C” admissibles, definie par: 
sous reserve que nous ayons a priori: Vi E R\l, (p, E ]a,/I[, ce qui est une 
consequence du Lemme 4 ci-apres. 
Remarques. 1’. L’admissibilite, de cp et des p,, decoule du Corollaire 1. 
Si rp E C’*‘, v E 10, 11, la rigularitt C” de (p decoule du Theoreme 4, en 
raisonnant par recurrence: si (p E Ck*“, alors F(P, cp) E Ck*” done rp E Ck’ **“. 
2’. Comme vi est admissible nous conversons le benefice des estimees 
uniformes: 
ViEN, sy IV4 < 20, 0;; cpr < 2D*. (W-5) 
Enfin d’aprts la Proposition 3 (avec h = g): 
ViE N, Arp, < n. (IV-6) 
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3”. Si bltlsN est borne C”,“, v E 10, 11, d’apris I’inclusion compacte 
C**’ c C**” pour fi E IO, v[, il existe une sous-suite (qj) qui converge vers cp 
dans C**‘. et rp vtrifie I’equation (I-2.1 ) par construction. 
Voici trois lemmes qui conduisent par &apes a une estimee a priori C’ sur 
vi. independante de iE N, donnant ainsi la preuve du Theoreme 2. 
LEMME 4. (pi) est une suite croissante qui vt+iJie: 
ViE N, a, <v,<1),. (IV-7) 
L’estimation Co (IV.7) assure a priori la coherence de la relation de 
definition (lV.4), puisque la suite (pi) est bien a valeurs dans [a./?]. 
Preuve. Pour montrer que (vi) est croissante et minoree par a,, on 
remarque que qpo = a,, puis on fait un raisonnement par rkurrence. 
On montre d’abord que a, < cp, . en raisonnant par I’absurde au point P OU 
cp, atteint son minimum: 
cp, < aI * Log WP,) =QP, -a,) + W. a,) < W, a,) 
<S(a,)=O. 
Done: M(cp,) < 1. Mais au minimum de cp, , M(cp,) > 1 (Proposition 2). D’ou 
une impossibiliti. 
Nous pouvons alors amorcer la recurrence, en supposant la suite 
croissante jusqu’au rang (i - 1); montrons qu’alors. cpi _, < ‘pi. II Gent, en 
appliquant le theoreme des accroissements finis et en tenant compte du choix 
(IV-3) de i: 
(Log M(Pi) - hi) - CLog M(Vi - I ) - ‘vi I ) 
=LogM+8, ,(cO;-cPi-I)-AI(cPi-rPs- I) 
= (F(P*(pi ,)-F(P3Vi-2)) -A(cPi- I -‘Pi 2) 
ou r,(P) est une fonction comprise entre ‘pi. ,(P) et cpi *(P). D’apres la 
Proposition 2, avec h = g,, ,, au minimum de (cpi - cpi ,), nous avons: 
Log M,, ,(cpi - ‘pi ,) > 0. Ainsi, grace au calcul precedent, nous voyons qu’i 
son minimum (cpi - ‘pi ,) > 0; done partout: cpi _, < Cpi* 
Puis on montre que (pi) est majorte par /I,, en procidant a nouveau par 
recurrence: on remarque que (D, = a, </I, et on suppose que la suite est 
majorie par p, jusqu’au rang (i - 1); il faut montrer que: cpi < p,. Utilisant 
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encore le theoreme des accroissements finis joint au choix (IV - 3) de 1, il 
vient: 
Log M(Vi-P,) -a(cPi-Pl) 
=(F(P.yli-,)-F(P,~,)I-~(cpi-,-a,)+F(P,P,) 
= +J(P34j)-i (cpi-,-p,)+F(P,~,)~F(P,P,)>,R(P,)=O, 
I 
Ob vi(P)‘5 IVi-l(P)*Pi[. Dow: Log M(rp, - /3,) > n(cpi - 8,). D’aprts la 
Proposition 2, ceci implique qu’au maximum de (rpi --/I,), et u firtiori en 
tout point: (cpi -/I,) < 0. Q.E.D. 
LEMME 5. ‘pi est esrimPe dans C2 par une constante indbpendante de i. 
Toutes les mt?triques g,( = gi sent uniforme’ment equivalentes ti la mhtrique g. 
Preuve. Notons: gi = g,,, Eli = Cl,,. Pour k et 1 constantes positives 
independantes de i, que nous fixerons ulterieurement, considerons, comme 
nous y autorise la remarque (IV.6): 
Bi = Log(n -LIQ,) - k~i + Ipi- 1. (IV-8) 
Au maximum de Bi en Pi, nous avons dans une carte locale: 
0 < q liBi(Pi) = -(n -dqi)-’ •id~i - kOiV( + lQi(Pi 1 
+ (n -A~;)-‘g~“V,,A~iV,.A~i, 
ou par un calcul analogue a (111-2.5) (111-2.6): 
b’v’, = -AlW’, vi- ,@‘))I + tip,-, - tip, + E, 
+ g”‘g~“g~‘,~ya)i’u”p~pI, 
lEil < la(n - dVi) + b] g;“g,,. + C: avec: 
A IFtPq ‘Pi- l(p))l 
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Nous obtenons l’analogue de (111-2.15): 





(A[F(P, ‘pi- I)] + M9i -iA9i I + Cl. (IV-9) 
Prenons: I = ,A - inf ~,w~o,,D,l(~F/2t). Nous avons alors: 
%F (P, 9i- 1) -- I A9i 1 + lOi9i 1 < lgf”g,g.. 1 (IV-IO) 
En effet, observons que: q i9,. 1 =gf’g,,.-g~“(g,-,),,., AVi. 1 = 
n - g’“(&!- I)ru’ Et dans une carte adapte a ‘pi en Pi: n - A9i = 
C,v ( gi)or 3 v V = I,..*, n, ( gi),,,,, < n - A9i e V r~ = l,..., n, (n - A9,) g:“ > 1. 
Done en Pi le membre de gauche de (IV-IO) verifie bien: 
n 




car, d’apris le choix de I, le terme entre accolades est non negatif, tandis que 
d’apres le choix (IV-3) de A, le premier terme est negatif. 
D’autre part, les estimees (IV-5) a (IV-7) montrent que: 
A,F(P, 9i 1) - 2(v,h. $ (PI 9;. 4 V”9; 1 
-!$(P39/-l)/“9i-I12 3 1 
est majore par une constante independante de i, et que: LA9, < h. 
Enfin, la Proposition 3 et I’estimee Co du Lemme 4 fournissent: 
I 
n-A9, 
<+-exp -~(A(c+I-., -. 9i)-F(P,Pi I))] 
< constante. 
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Par consequent I’inegaliti (IV-9) devient: 
(gy”g,,) k - a - I - b + 8,(1+4:‘“‘] 
I 
< constante independante de i, 
et la demonstration peut se poursuivre comme dans la preuve de la 
proposition 7, en choisissant: k = a + I + 2. Q.E.D. 
LEMME 6. ‘pi est estime’e dans C3 par une constante indipendante de i. 
Preuce. Posons, Vi E N: 
Ipi = (gy”gyg::Q. ‘piVnO;‘pi)‘V 
On prouve comme au Lemme 3 qu’il existe des constantes cl,..., c,, 
positives et independantes de i, telles que: 
q iW~~c~~~+c2W~+c~yll+c~+c~W~W~-~~ (IV-1 1) 
Les calculs sont identiques a ceux de la preuve du Lemme 3. Settle change 
I’expression du second membre de l’equation, qui donne maintenant lieu h un 
terme en wiwi-, issu de (111-2.3 l), lequel intervient dans I’expression de 
(-Oiwt) SOUS la forme: 
-2 i - g (P, ‘pi- 1) gy”gf5g~‘V,*c’PiV*B~~i- I. [ 
m 
1 (IV-12) 
Or d’apres I’inegaliti de Schwarz: 
Et d’apres I’equivalence uniforme des metriques gi avec la metrique g, il 
existe une constante q independante de i telle que: 
(g”“gb”gCV I I I lp- 0 .,l+l- )li2 < ?pg. ohc , I 05, I I 1 , I’ 
Par consequent le terme (IV-l 2) est majore en valeur absolue par: cs wI vi-, , 
avec: c5 = 2ql= 2q(A - inf,., ,=,, D,, (W/at). L’intgalite (IV-l 1) est acquise. 
La preuve du Lemme 6 peut alors se derouler comme celle de la 
Proposition 8. Considirons: 
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q itant une constante positive ti prkiser. Placons-nous au maximum de Oi en 
P,. Appelons d’, e’ et y’, des constantes positives indipendantes de i, telles 
ipIe: 
U,dp, > d’y; e’: (v;&12 < ;“I$. 
hrivant que: U,O,(P,) > 0, et supposant sans restreindre la ghkraliti: que 
witPi) > 1, nous sommes conduits en Pi i I’int!galitk analogue de (W-2.28) 
suivante: 
( qd+, yf- 1 ( 
1 
y’q2 + 1 ct ) ( c.3 + c4wi - qe’ + 7 ) % 2yi-,. 
Choisissons q vlrifiant: 
9d’ -- $c, = max( 1, c?). 
II vient au point Pi: 
W: - my/i -p - Evi ( < 0, 
avec: 
(IV-1 3) 
(N-13) conduit i l’encadrement: 
O<Y,(Pi)<',(m + \/m*+ 4/l+4Ey/i-,). 
Mais pour dew reels positifs .Y et y, on a toujours: 
d x-ty<&-+\/j 9 et \/x- 1 <x . 1 
ce qui ._s’applique ici pour donner: yi(P,) < r + &vi , . avec: r = f(2 f m + 
&? -4 4p). 
Appelons r’ une constante indkpendante de i, qui majore ILIP,.] (Lemme 5); 
puisque nous sommes au maximum de Qi en Pi, il s’ensuit que partout SW 
V,: 
<r + 24f + EW, ((pi)=r" + EU/j ,(Pi)* 
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Considerant la suite numtrique: ui = sup,,” vi, nous avons done Vi E IN: 
ui < r” + Eli-, . 
Comme E ,< 4, nous en tirons par iteration: 
Q.E.D. 
Signalons que le Theoreme 2 admet le corollaire suivant, prouve dans 
Aubin 15. p. 911. 
COROLLAIRE 4. L’Pquation: Log M(v) - F(P, cp) = y(P), admet une 
solution C* admissible pour toute fonction v/ E C”, si: lim,, S(t) = -co, 
lim, +D R(t) = +a, avec les notations dPfinies en (IV-2) pour 
FE C”(V, x Ia,PI). 
Dans notre these de 3” cycle 181 nous etendons les resultats de cet article 
au cas d’un changement de metrique plus general, de la forme: 
s:,. = g,,. + v&P - W,PV,.cpY 8 > 0. (IV-14) 
Les estimees C” et C’ s’obtiennent comme pricedemment; I’estimee sur les 
derivees troisiemes, quoiqu’un peu plus longue, ne presente pas de nouvelle 
difficulte. Le carre de derivees quatriemes qui apparait en (111-2.20) permet 
d’absorber les termes importuns. Seule I’estimee C2 semble pour I’instant 
necessiter une hypothese supplimentaire sur 0. 
Nous exposerons completement la resolution de ce problime, pour toufe 
valeur du reel 8, dans un article ulttrieur. 
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